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3 Dichtestromungen

3.1 Begriffsbestimmung und Abgrenzung

Als Dichtestromungen werden alle diejenigen Stromungsvorgidnge bezeichnet, bei
denen das Stromungsverhalten mafB3geblich durch Dichteunterschiede zwischen den
einzelnen Schichten einer Fliissigkeit oder zwischen Schichten unterschiedlicher
Fliissigkeiten bestimmt wird. Der Begriff der Dichtestromung ist somit irrefiihrend,
weil nicht die Dichte stromt, sondern die Flissigkeit unter dem Einfluss der Dichte.
Im Zusammenhang mit der Untersuchung von Dichteschichtungen bzw. -stromungen
miissen folgende Fragen beantwortet werden:

Unter welchen Bedingungen tritt iiberhaupt eine Dichtestromung auf?
Wann tritt eine Vermischung zweier Schichten auf, und wie wirkt sie sich aus?

e Wie erfolgt der Ubergang von einer Stromung mit homogener Dichte zu einem
Zwei- oder Mehrschichtensystem?

e Welche Bedingungen bestimmen den Verlauf der Schichtgrenze zwischen zwei
Schichten mit unterschiedlicher Dichte?

e Welche Bedingungen miissen erfiillt werden, damit aus einem kontinuierlich oder
diskontinuierlich geschichteten Wasserkérper nur Wasser einer bestimmten
Schicht entnommen wird?

Ursachen fiir Dichteunterschiede bei Wasser als dem wichtigsten Medium kénnen sein:

e Temperaturunterschiede: Ap = 2 kg/m?® bei einer Temperaturdifferenz von 10 K
(z.B. thermische Schichtung in stehenden Gewéssern, Einleitung von Kithlwasser)

o Salzgehaltsunterschiede:Ap ~ 20 kg/m?® bei einer Salzgehaltsdifferenz von 3 %
(z.B. saline Schichtung an einer Strommiindung)

o Triibstoffgehaltsunterschiede: Ap ~ 200 kg/m? (z. B. Eintritt einer stark triibstoft-
beladenen Strémung in eine Talsperre).

Bei thermischen und salinen Dichtedifferenzen bleibt die Schichtung erhalten, auch
wenn die Fliissigkeit in Ruhe ist; es sind statische Schichtungen. Dagegen ist bei der
triibstoffbeladenen Stromung die Dichte von der Stromungsgeschwindigkeit abhén-
gig; eine Schichtung ist in diesem Fall dynamisch bedingt.

Die Dichte von Wasser kann in Abhingigkeit von der Temperatur T in °C nach
Hutter & Trdsch (1975) mit

p(T)= (0,059385-T3 ~8,56272-T2 +65,4891-T)~10*6 +0,999843  (3.1)

angegeben werden, sowie die Anderung mit der Leitfahigkeit ¢ in uS/cm nach Biik-
rer & Ambiihl (1975) mit

Ap(T, ) = (=0,00001222651-T>+0,00114842 - T*
—0,0541369-T +1,72118)-0,64-10° -

wihrend die Anderung der Dichte mit dem Druck (d.h. der Tiefenlage) nicht bertick-
sichtigt werden muss, weil sie in gleicher Grolenordnung auch bei homogener Tem-
peratur und homogenem Salzgehalt auftreten wird.
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3 DICHTESTROMUNGEN

3.2  Grundlagen der Bewegung in geschichteten Medien
3.2.1 Ahnlichkeitskennzahlen

Die Kenntnis der Dichtedifferenz Ap allein ist beim Vergleich einer Siiwasserstro-
mung iiber Salzwasser mit einer von der Geometrie her dhnlichen Warmluftstromung
iiber Kaltluft (z. B. Vergleich des Offnens eines Schleusentores an einer Seeschleuse
mit dem Offnen eines Zimmerfensters im Winter) nicht ausreichend. Es wird deshalb
als erste Ahnlichkeitskennzahl die relative Dichtedifferenz Ap/p gebildet, wobei die
Dichtedifferenz Ap auf die Dichte einer Schicht bezogen wird, nicht auf die mittlere
Dichte.

Bei turbulenter Bewegung in einer Schicht wirkt die Schichtgrenze behindernd auf
den turbulenten Austausch. Ein Turbulenzballen aus der unteren Schicht miisste beim
Uberschreiten der Schichtgrenze gegen die Wirkung der Schwerkraft gehoben wer-
den, wozu eine vom Dichteunterschied abhingige Arbeit verrichtet werden muss. Die
erforderliche Energie kann nur aus der Energie der turbulenten Schwankungsbewe-
gung entnommen werden, die proportional dem Quadrat des Geschwindigkeitsgra-
dienten ist. Das Verhiltnis der Arbeit zur Energie wird als Richardsonzahl bezeich-
net:

d
g P
Ri=—3 (3.2)
dv
p[dzj
Darin bedeuten dp/dz und dv/dz die Anderungen der Dichte bzw. der Geschwindig-
keit mit der Hohe in einer bestimmten Hohe z. Aus theoretischen Untersuchungen,
die versuchstechnisch bestitigt wurden, folgt, dass bei Ri>1/24 kein Austausch
zwischen den beiden Schichten erfolgt. Daraus kann abgeleitet werden, dass zwi-
schen zwei Schichten mit dem Dichteunterschied Ap und dem Geschwindigkeitsun-
terschied Av dann keine gegenseitige Beeinflussung mehr stattfindet, wenn sich

infolge von Vermischung der anfingliche Sprung in der Dichteverteilung in eine
Zwischenschicht mit der Hohe

(do)”
24.g.ﬂ
p

Az > (3.3)

ausgebildet hat.

Fiihrt man in Gl. (3.2) statt der differentiellen GréBen solche ein, die eine ganze
Schicht beschreiben, d.h. h statt dz und v statt dv, so erhdlt man eine globale Ri-
chardsonzahl, die als Reziprokwert des Quadrats einer abgewandelten Froudezahl
verstanden werden kann:

A
g.?p.h |
Rij=—F—=— (3.4)
0 v’ FrA2
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3.2 GRUNDLAGEN DER BEWEGUNG IN GESCHICHTETEN MEDIEN

Diese reduzierte Froudezahl (s. auch Gl. (1.32) und Gl. (5.102))

Fr, = —— (3.5)
g0y
P

tritt bei geschichteten Stromungen an die Stelle der iiblichen Froudezahl. Fasst man
z. B. die Freispiegelstromung des Wassers als Dichtestromung einer Wasserschicht
unter einer Luftschicht auf, dann kann dle Dichte der Luft von etwa 1,3 kg/m?
gegeniiber der des Wassers von 1000 kg/m® vernachlissigt werden, womit der Aus-

druck Ap _1000-1,3
p 1000
dezahl wird demnach eine flieBende schwere Schicht unter einer ruhenden leichteren
auf das gelaufigere Bild der Freispiegelstromung zurtickgefiihrt.

Eingehende Untersuchungen des Verhaltens der Fliissigkeiten an der Schichtgrenze
zwischen einer ruhenden und einer bewegten Schicht durch Keulegan (1949) zeigten,
dass ein Sprung im Dichteverlauf nur bei sehr kleinen Geschwindigkeitsdifferenzen
zwischen den Schichten auftritt. Mit zunehmender Geschwindigkeitsdifferenz zwi-
schen den Schichten treten Wellen an der Schichtgrenze auf, deren zunéchst flache,
abgerundete Wellenberge immer hoher und spitzer werden, bis sich schlieBlich Wir-
belballen ablosen und in die andere Schicht eindringen. Durch diesen Masseaustausch
infolge brechender Grenzflachenwellen bildet sich eine Zwischenschich mit einem
endlichen Dichtegradienten (statt des unendlichen Gradienten bei einem Dichte-
sprung) aus.

Fiir die Geschwindigkeit, bei der die Mischung beginnt, leitet Keulegan folgendes
Kriterium ab:

fir die Wasserschicht zu 1 wird. Durch die reduzierte Frou-

1

[V.g.Apj3
Ke=~___ P J (3.6)

v

Diese Zahl nimmt fiir Reynoldszahlen (gebildet mit der mittleren Geschwindigkeit
und dem hydraulischen Radius) unter 1800 (laminares FlieBen) den Wert Ke = 0,127
und fiir groBere Reynoldszahlen Ke = 0,178 an. Setzt man die kinematische Zdhigkeit
v mit 1,31-10° =m? /s und die relative Dichtedifferenz Ap/p mit 0,002 an (ent-
sprechend einer Temperaturdifferenz von 10 K), dann ergibt sich v=0,023 m/s.
Damit ist praktisch bei thermischer Schichtung eine scharfe Dichtediskontinuitt
nicht moglich; es wird sich eine Zwischenschicht ausbilden.

3.2.2 Maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit

Bei der Einleitung warmen Kithlwassers in einen Fluss erhebt sich die Frage, mit
welcher Geschwindigkeit sich das Wasser stromauf bewegen kann oder welche
FlieBgeschwindigkeit im Fluss vorhanden sein muss, damit es sich nicht stromauf
bewegt. Um diese Frage zu untersuchen, betrachten wir zwei Wasserkérper unter-
schiedlicher Dichte, die durch eine Wand getrennt sind (Bild 3.1) (Kranawettreiser,
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3 DICHTESTROMUNGEN

1973). Die Druckkrifte von beiden Seiten auf die Trennwand sollen gleich sein.
Wegen der daraus folgenden unterschiedlichen Wassertiefen ergibt sich eine resultie-
rende Druckverteilung auf die Trennwand, die in halber Tiefe einen Nullpunkt auf-
weist. Die Driicke nehmen linear mit der Entfernung vom Nullpunkt zu und sind oben
von der leichten zur schweren Fliissigkeit gerichtet, unten dagegen umgekehrt. Wird
die Trennwand plétzlich entfernt, dann dreht sich die Trennfliche um die Mittelach-
se, die Geschwindigkeitsverteilung ist linear mit Maximalwerten an Sohle und Ober-
flache.

Aus dem Impulsstrom

i:p~\'f~uzp-02~b-h:(p—Ap)~b-J‘(o(z))2 -dz

ergibt sich mit der Geschwindigkeitsverteilung fiir den Bereich oberhalb der Dreh-
achse in der leichteren Fliissigkeit

L max

v(z) =z 050,

I_(p Ap) b Ymax 'h2

g % T
0-4¢
4
&
< / AN
4 % Bild 3.1
1 // , 7777 ‘5\/ Z Druckverhiltnisse an einer

| 8-gh | (p-2p)-g-h 1 beweglichen Trennwand
oh zwischen Fliissigkeiten
(SR B2 A— unterschiedlicher Dichte

Die Druckkraft, die den Impulsstrom verursacht, ergibt sich aus der Druckverteilung
zu

F=0,5:(0,5-h,-22).(0,5-h)-(p—Ap)-b-g
p
Aus der Gleichsetzung von Druckkraft und Impulsfluss erhélt man damit

Ymax _O 866- A g: pp h2 (37)

d. h., die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit entspricht, eingesetzt in Gl. (3.5),
einer reduzierten Froudezahl von Fr, =0,866. Dieser Zahlenwert wurde experimen-
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3.2 GRUNDLAGEN DER BEWEGUNG IN GESCHICHTETEN MEDIEN

tell tberpriift und bestitigt ((Kranawettreiser, 1974), (Jia-hua, 1960), (Averkiev &
Kind, 1965), (Widomski, 1970)) durch Bestimmung der Tiefe am Tauchpunkt, an dem
der kalte Zufluss zu einem geschichteten See oder in einem Fluss unter das warme
Oberflichenwasser abtaucht.

Fiir die urspriingliche Fragestellung ergibt sich, dass sich warmes Wasser dann
stromauf ausbreiten kann, wenn die reduzierte Froudezahl an der Einleitungsstelle
kleiner als 0,866 ist (Beispiel s. Abschn. 3.3.3.).

Existiert nun in einer Tiefe h unter dem Wasserspiegel ein Dichtegradient dp/dh,
dann wandelt sich der Ausdruck fiir die maximal mogliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit um in

v, =0866-h. £ (3.7a)
p-dh

Geschwindigkeiten, welche dieser Bedingung entsprechen (bis zu einem Wert von
1 m/s!), wurden bei den Untersuchungen an der TS Bleiloch (Temperaturschichtung)
gemessen. Sie sind in jedem geschichteten Gewdsser nachweisbar und bilden die
Grundlage fiir den Aufbau und die Stabilitit der Sprungschicht (Metalimnion).

3.2.3 Reibung an der Schichtgrenze

Die Schichtgrenze innerhalb einer geschichteten Fliissigkeit begrenzt das Stromungs-
feld dhnlich wie eine feste Berandung. Im Gegensatz zu letzterer muss die Geschwin-
digkeit jedoch nicht den Wert null annehmen. In der benachbarten Schicht kann eine
Geschwindigkeit im Bereich der Schichtgrenze (verbunden mit einer Zirkulations-
stromung) induziert werden, oder beide Schichten stromen in gleiche oder entgegen-
gesetzte Richtungen. Analog zur Schubspannung an der Sohle (s. Bd. 1, Gl. (5.3))

To =%~p~u2 (3.8)

kann man die Schubspannung an der Schichtgrenze

A
Ti12 :%'Pl,z -(v;0y) (3.9

bilden, wobei sich die Indizes auf die Schichten beziehen.
Der Reibungsbeiwert der internen Reibung ergibt sich bei laminarer Strémung nach
(Bolschakow, 1977) zu

11,3
A o= 3.10
' Re ( )
Fiir die turbulente Stromung erhélt man aus Bolschakow (1977)
0
A = R;‘?S G.11)
%
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3 DICHTESTROMUNGEN

01
i =—1i=11,3/Re
laminar
FrD =3,0
; 0,01 T
- eseeeFrD=1,5
I ===FD=10
I e o« FrD=0,7
| = e = FrD = 0,2
0,001 . L . — : Yy
100 1000 Reynoldszahl Re 10000 100000
Bild 3.2

Reibungsbeiwert A; an der Schichtgrenze als Funktion der Reynoldszahl Re und der reduzier-
ten Froudezahl Fry

als minimalen Reibungsbeiwert in Abhingigkeit von der Reynoldszahl bei reduzier-
ten Froudezahlen, die kleiner als 0,2 sind. Dieser Wert ist vergleichbar mit dem Rei-
bungsbeiwert fiir hydraulisch glatte Rohrleitungen nach Blasius (s. Bd. 1, Gl. (5.19))

- 0,3164
Re%25

und zeigt, dass die Reibung an der Schichtgrenze bedeutend geringer ist als an einer
hydraulisch glatten Wand.

Bild 3.2 zeigt eine dem Moody-Diagramm (Bd. 1, Bild 5.16) dhnliche Darstellung,
nur dass die Rolle der relativen Rauigkeit von dem Quadrat der reduzierten Froude-
zahl tibernommen worden ist. Das ist verstdndlich, wenn man davon ausgeht, dass die
Amplituden der Grenzflichenwellen, welche die Reibung maBigeblich bestimmen, der
Froudezahl proportional sind.

3.3  Eintrittsstromung und Durchstromung
3.3.1 Bewegungsgleichungen fiir geschichtete Stromungen

Es wird ein Ausschnitt aus der Stromung mit der Breite 1 und der differentiellen
Liange ox betrachtet, d. h. das ebene Problem bzw. der Rechteckquerschnitt.
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3.3 EINTRITTSSTROMUNG UND DURCHSTROMUNG

< o ~
=TI =\
6 +
S Bild 3.3
b" J <t 1 § Definitionsskizze fiir einen

T Abschnitt der geschichteten

L*_-} //71*0/711-{p-dp)y Stromung mit der differentiellen
*hyrdhy)p-g Linge ox

Fiir jede der beiden Schichten muss dann das Newronsche Axiom
dv
dt
erfiillt sein. Die Kraft F setzt sich dabei aus den hydrostatischen Druckkriften, den
Reibungskriften sowie der parallel zur Sohle der betreffenden Schicht gerichteten

Hangabtriebskraft zusammen. Mit den Bezeichnungen aus Bild 3.3. sowie den
Schubspannungsansétzen

F=m-

A
1-'o=§'02'02'|02|

Airo
Ti2 :T"Pl,z (v —Uz)'|01 —Uz|

ergibt sich das Gleichungssystem fiir den instationdren Zustand nach Kranawett-
reiser (1973) mit den beiden Bewegungsgleichungen (3.12) und (3.13) sowie den
beiden Kontinuititsgleichungen (3.14) und (3.15). Die Indizes der Schubspannung
(1, 2) weisen darauf hin, dass die Berechnung jeweils mit zusammengehérigen Wer-
ten der Dichte und des Reibungsbeiwertes an der Schichtgrenze erfolgen muss. Die
Groflen q; und q, stellen die auf die Breiteneinheit bezogenen spezifischen Abfliisse
in den beiden Schichten dar.

2

S—%—%— A (UI_UZ),|UI_U2|_L.8&_l.%:0 (3.12)
ox ox 8-g-h; 2¢ Ox g ot
S— 1_£ .&_%_L.UZ |02|
p ) o ox 8-g-h
2

LM .(Ul_02).|Ul_02|_L.Sﬁ_l.5&:0 (3.13)
8-g-h, 2g 8 g §
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3 DICHTESTROMUNGEN

8q , 8hy

~0 3.14
ox ot ( )
89,  ohy (3.15)
ox ot

Dieses Gleichungssystem fiir den instationdren Zustand muss z. B. gelost werden,
wenn an der Miindung eines Flusses ins Meer (Uberschichtung von Siiwasser iiber
Salzwasser) infolge des Gezeiteneinflusses zeitabhéngige Wasserstinde und Ge-
schwindigkeiten berticksichtigt werden miissen. Fiir den stationdren Fall mit
du/ ot =0 vereinfacht sich das Gleichungssystem zu

2
PRI - L T O W Y (3.16)
dx dx 8-g-'h 2g dx
s-f1-80 ) dh _dhy Ayl
p ) dx dx 8-g-h
2
+ i .(01—02)~|01—02|—L'dﬁ=0 @17
8-g-h, 2g dx
q; =Y, -h, (3.18)
q, =V, -h, (3.19)

Dieses System simultaner Differentialgleichungen mit der unabhéngigen Variablen x
und den abhingigen Variablen h; und h, ist nicht geschlossen losbar. Fiir den Fall
einer ruhenden leichten Schicht iiber einer bewegten schweren (z. B. Zufluss von
kaltem Flusswasser zu einem geschichteten See oder Abfluss stromauf der Kiihlwas-
sereinleitung in einem Fluss) kann die Geschwindigkeit in der oberen Schicht v; =0
gesetzt werden. Mit dieser Vereinfachung und dem Ubergang von differentiellen
Grofen zu endlichen Differenzen kann das Gleichungssystem iterativ gelost werden.
Dazu miissen an einer Stelle xo die beiden Schichtdicken h;y und h,, bekannt sein.
Mit den Bezeichnungen nach Bild 3.4 und den Transformationen

dh; —hyo -, q =0
dh, - h,, —h, 9 =q
h _)hlo+h1

: 2

h _>h20+h2

: 2
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3.3 EINTRITTSSTROMUNG UND DURCHSTROMUNG

hyplo-dp)g

Bild 3.4
Definitionsskizze fiir einen
Abschnitt der geschichteten

) Fliissigkeit mit der endlichen
L%.[ tle~40) 9009 Lénge Ax

Yr(e dplg+hygq

erhélt man
h h,, —h, —h
Ax=—10 " SR (3.20)
S+ id 5
g-(h;+hy)-(h; +hy)
Ap q2 1 1
hjg+hyy —hy—hy ——=(h;y -h)+-—| 5 -—
p 2g (hy h;
Ax = (3.21)

2
s G d
g-(hy +hy)

Die Entfernung zwischen den beiden Schnitten mit den bekannten Schichtdicken hy,
und hyy bzw. den zu berechnenden Schichtdicken h; und h, betrdgt Ax. Da zwei Glei-
chungen und drei Unbekannte vorliegen, kann eine der GroBen h; und h, vorgegeben
werden, wihrend die andere so lange iterativ verdndert werden muss, bis die beiden
Gleichungen (3.20) und (3.21) den gleichen Wert fiir Ax ergeben. Es handelt sich um
Differenzen von anndhernd gleichen Groflen, weshalb mindestens noch die 3. Stelle
nach dem Komma mitgefiihrt werden muss, auch wenn das beziiglich der erreichba-
ren Messgenauigkeit der Tiefen nicht sinnvoll erscheint (Beispiel s. Abschn. 3.3.3).
Der vorgestellte Losungsalgorithmus stimmt mit dem Vorgehen bei der Berechnung
von Stau- und Senkungslinien in ungeschichteten Fliissigkeiten tiberein, nur miissen
hier die Stau- bzw. Senkungslinien fiir die beiden {ibereinanderliegenden Schichten
unter Beachtung ihrer gegenseitigen Beeinflussung ermittelt werden.

Die Gleichungen gelten fiir den stationdr-ungleichformigen Zustand. Nach einer
geniigend langen FlieBstrecke wird sich jedoch stets der stationdr-gleichférmige Zu-
stand mit h, =h,, einstellen. Wird diese Bedingung in die Gleichungen (3.20) und
(3.21) eingefiihrt, erhélt man eine Bestimmungsgleichung fiir die Normalabflusstiefe
h, der unteren Schicht, bei der Gerinnesohle, Schichtgrenze und Energielinie parallel
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3 DICHTESTROMUNGEN

verlaufen:
2 2
h;_hz.{ _ﬁj. %i g . _(“MAq 0 (3.22)
PJ 4.g.(h+hy)S- 22 8.g.8.2°
p p

Falls A; = 0 gesetzt werden kann, ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung:

1
3
2
h, = x—qu (3.23)
8.g-5.2F
p

Aus der Bedingung Fr, =1 erhélt man die kritische Tiefe zu

3
2

q
hz,kr = Ap (3.24)
g Py
p
womit sich ergibt
A3
h,=h = 3.25
2 =hy (8~SJ (3.25)

Daraus kann abgeleitet werden, dass stromender Normalabfluss in der unteren
Schicht auftritt, wenn der Radikand groBer als 1 oder A > 8-S ist.

Mit der Beziehung zwischen Reibungsbeiwert A und Abflussbeiwert M nach Man-
ning

8-g

A= T

M?-h3
abgeleitet aus i = ; = AL sowie D = 4R und R =~ h) erhilt man
g
o2 MZ.R¥3 D2
03
2

hy=| —3 (3.26)

M2.S. AP

p

als Normalabflusstiefe einer flieBenden schwereren Schicht unter einer ruhenden
leichteren bei vernachldssigbarer Reibung an der Schichtgrenze (Beispiel s. Abschnitt
3.3.3).
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3.3 EINTRITTSSTROMUNG UND DURCHSTROMUNG

3.3.2 Eintritt kalten Flusswassers in eine Talsperre

Das eintretende kalte und damit schwerere Wasser ordnet sich entsprechend seiner
Dichte in den Schichtenaufbau des Wasserkorpers ein und verringert dabei seine
Geschwindigkeit auf v, =0, wenn es nicht in einer Kurzschlussstromung mit Nor-
malabflusstiefe durch die Talsperre hindurchstromt.

Im ersten Fall sind wegen der gegen null gehenden Geschwindigkeit die Schichtgren-
zen waagerecht. Die kalte Stromung verlduft im ehemaligen Flussbett, dessen Sohle
die untere Begrenzung der Schicht bildet. Die obere Schichtgrenze ergibt sich bei
stromendem Abfluss als Staulinie entsprechend Bild 3.5a. Die Wassertiefe am
Tauchpunkt T ist gleich der Normalabflusstiefe der unteren Schicht.

Bei schieBendem Abfluss im ehemaligen Flussbett, wenn also der Reibungsbeiwert
klein ist gegeniiber dem Sohlgefille, ergibt sich ein kompliziertes Bild. Ein kontinu-
ierlicher Ubergang vom schieBenden Abfluss zur ruhenden Schicht ist nicht moglich.
An dieser Stelle muss, wie es Bild 3.5b zeigt, ein Wechselsprung W in der kalten
Schicht auftreten. Dieser Wechselsprung kann mit den iiblichen Formeln berechnet
werden, wenn statt der Erdbeschleunigung g eine ,,reduzierte Fallbeschleunigung®

. A
g =g-?" (3.27)

eingefiihrt wird, wie das schon bei der reduzierten Froudezahl geschah.

Touchpunkt
7

%> by, Bild 3.5
interner Verhiltnisse beim Eintritt
Wechselsprung W kalten Flusswassers in eine
Talsperre
a) stromender Normal-
, abfluss in der unteren
£*4e Schicht
b) schieBender Normal-
abfluss in der unteren
Schicht
- ¢) Detail am Tauchpunkt T
bei schielendem Nor-
malabfluss in der unte-
ren Schicht
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3 DICHTESTROMUNGEN

Die obere Schichtgrenze muss analog zur Berechnung von Stau- und Senkungslinien
(s. Bd. 1, Abschnitt 6.7.) wegen des schieBenden Abflusses in FlieBrichtung berech-
net werden. Ausgangspunkt fiir die Berechnung kann nur die kritische Tiefe sein,
weil ein Ubergang bei der Berechnung vom schielenden zum stromenden Bereich
wegen der unterschiedlichen Richtungen der Berechnung nicht méglich ist. Die Ent-
fernung zwischen dem Tauchpunkt T und der Stelle, an der die kritische Tiefe auf-
tritt, muss als stromender Abfluss entgegengesetzt zur FlieBrichtung, ausgehend von
der kritischen Tiefe, berechnet werden.

Die Tiefe am Tauchpunkt (s. Bild 3.5¢) ergibt sich nach Abschnitt 3.2.2. aus der
Bedingung

Fr, 1 = 0,866 = AUT = qA

P P
\/g"hz,T hZ,T\/g"hZ,T
P P
zu
1
hyp =——s hyy =1L10-hy, (3.28)
0,8663

und liegt damit sehr nahe an der kritischen Tiefe. Da bekanntlich der Wasserspiegel
an der Stelle der kritischen Tiefe eine vertikale Tangente hat, was sich nicht &ndert,
wenn statt des Wasserspiegels bei der Dichtestromung die Schichtgrenze berechnet
wird, kann die Entfernung zwischen Tauchpunkt und kritischer Tiefe in der unteren
Schicht mit Ax =0 angesetzt werden. Damit kann der Ausgangspunkt der Berech-
nung der Schichtgrenze bei schieBendem Abfluss der unteren Schicht mit
hjy +hyy =h, 1 an der Stelle des Tauchpunktes und mit h, =0,9-h, . in der Entfer-
nung Ax festgelegt werden.

Die Verhiltnisse beim Durchstromen der Talsperre sind einfach zu erfassen, da ent-
weder die Normalabflusstiefe bis zum Grundablass beibehalten wird (wenn eine
Kurzschlussstromung auftritt) oder der Zufluss sich einschichtet und die Entnahme
aus einer anderen als ruhend zu betrachtenden Schicht erfolgt.

Beispiel 3.1

Im Zufluss zu einer Talsperre tritt infolge einer Havarie ein Feststoffgehalt von
2000 mg/1 Eisen-(I1II)-oxyd bei einer Temperatur von 12 °C auf. Der Durchfluss be-
tragt 1,1 m3/s, die Flussbreite 4 m. Das Sohlgefille von 6,7 %o setzt sich, ebenso wie
die Flussbreite, an der Talsperrensohle fort. Die Temperatur in der Talsperre betréigt
4°C.

Die Normalabflusstiefe vor der Talsperre ergibt sich nach Gl. (3.26) zu

o2\
e (V/b) :[ 1,1/ 4%

0,3
3 3 =0,41m
M~*-S 157-0,0067

bei einem Manningbeiwert M =15 m"? /s fiir extrem raues Flussbett. Die Dichte des
Talsperrenwassers ergibt sich aus der Temperatur zu prg = 999,973 kg/m?, die Dich-
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3.3 EINTRITTSSTROMUNG UND DURCHSTROMUNG

te des Zuflusswassers zu pZ' =999,50 kg/m>. In 1 m? des Zuflusswassers sind 2 kg
Feststoff mit einer Reindichte pp =3600 kg/m® enthalten. Sie nehmen damit ein
Volumen von

g =Lg3: 5,55-10 " m’
3600kg/ m
ein. Die Gesamtmasse fiir | m? ergibt sich damit wie folgt:
m=Vg-pp+V;-pj
=5,55-10"*m’ -3600 kg/m® +0,999444 m* - 999, 5 kg/m> =1000,944 kg

woraus die Dichte des zuflieBenden Wasser-Feststoff-Gemischs p, =1000,944 kg/m’
sowie die Dichtedifferenz Ap =0,971kg/m* und die relative Dichtedifferenz

ap _ 0,000971 berechnet werden kénnen. Die Tiefe am Tauchpunkt T ergibt sich zu

72 2
h2T=1,1.3V—2:1,1-3 L1 - =219m
’ g-Ap/p-b 9,81-0,000971-4

und die zugehorige Geschwindigkeit

A
Uy = 0,866 [g- =2 -hy 1 = 0,866++/9,81-0,000971-2,19 = 0,125 m/s
5

Eine weitere Verringerung der Geschwindigkeit ist nicht moglich; das schwerere Zu-
flusswasser taucht ab und fliefit im ehemaligen Flussbett mit der Normalabflusstiefe

0,3
y 2 » 03
h, - (V/b) :( (1,1/4) ) L196m
M2.s. 0P 802-0,0067-0,000971
p

und der Geschwindigkeit v, = V/(b- h,)=11/(4-1,196) = 0,23 m/s.

Die erhebliche Erhohung des Abflussbeiwertes in der Sperre kann deshalb angenom-
men werden, weil die Rauigkeitserhebungen durch Sedimentation abgedeckt sind.
Das schwere Zuflusswasser schichtet sich unten in der Talsperre ein und bildet dabei
einen ruhenden Wasserkorper. Weil der Normalabfluss schie3end erfolgt

Fry = —2 - 0,23 =2,155>1
\/ Ap - 4/9.81-0,000971-1,196
g b 2

kann der Ubergang zu diesem ruhenden Kérper nur in Form eines Wechselsprungs
erfolgen:

hj =h72-(,/1+8-1:r§ 4):%-(\/1%-2,1552 —1)=3,095m
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3 DICHTESTROMUNGEN

In diesem Wechselsprung (Bild 3.6) kann es wegen der hohen Turbulenz zu einer
Aufwirbelung des Sediments und damit zu einer Freisetzung von Schadstoffen kom-
men. In dem Schadensfall, welcher dem Beispiel zugrunde liegt, wurde aus dem
Sediment zweiwertiges Eisen (statt des zuflieBenden dreiwertigen) freigesetzt, was
ein Fischsterben zur Folge hatte.

Brs= 999,973 #g/m>
v=20

Bild 3.6 %
Darstellung des Berechnungsbeispiels

3.3.3 Dichtestromungen in einem Flie3gewdsser

In FlieBgewissern treten Dichtestromungen nur in geringem Umfang auf. Das liegt in
der FlieBgeschwindigkeit begriindet, die meist bedeutend groBer ist als die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit infolge der Dichtedifferenz.

Der wichtigste Fall ist die Miindung eines Stromes ins Meer. Das schwere Salzwasser
schiebt sich als Zunge an der Sohle in den Stromlauf hinein. Da Reibung nur an der
Schichtgrenze auftritt, wo der Reibungsbeiwert sehr gering ist (Sohlreibung tritt we-
gen der ruhenden Salzwasserschicht nicht auf), stellt sich die Schichtgrenze nahezu
waagerecht ein. An der Eintrittsstelle des Sitilwassers ins Meer tritt in der oberen
Schicht die kritische Tiefe auf. Die Berechnung kann erfolgen, wenn in das Glei-
chungssystem der stationdr-ungleichférmigen Bewegung (Gleichungen (3.16) bis
(3.19) v, =0 und v; = v eingefiihrt werden.

Eine weitere Moglichkeit fiir das Auftreten einer Dichtestrdmung ist gegeben, wenn
ein betrachtlicher Anteil des Flusswassers als Kithlwasser entnommen und nach Er-
wiarmung wieder eingeleitet wird. Im Bereich zwischen Entnahme und Wiedereinlei-
tung des Kithlwassers flieft dann nur der Restabfluss mit bedeutend geringerer Ge-
schwindigkeit, so dass sich das erwdrmte Wasser stromauf ausbreiten kann und evtl.
in die Entnahme gelangt. Das fiihrt zu einer bedeutenden Verringerung der Kiihlwir-
kung und muss deshalb verhindert werden.

Die Berechnung erfolgt als flieBende kalte Schicht unter ruhender warmer mit den
Gleichungen (3.20) und (3.21). Ausgangspunkt ist die Tiefe des kalten Wassers an
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3.3 EINTRITTSSTROMUNG UND DURCHSTROMUNG

der Einleitungsstelle. Sie ergibt sich aus dem Anteil des Restabflusses am Gesamtab-
fluss. Ist diese Tiefe geringer als die kritische fiir die betreffenden Dichte- und Ab-
flussverhiltnisse, dann ist letztere als Anfangstiefe einzufiihren. Die Gesamttiefe an
der Einleitungsstelle ist gleich der Normalabflusstiefe des Gesamtabflusses.

Beispiel 3.2

Kihlwassereinleitung
g =1265m%s

v

wr 0-4p = 936,00 kg/m’
ruhendes warmes Wasser
65.90/11(15 o 99§20 kg/m3
ﬁﬁ—”e RestabfluB8 im FluBlauf
=025 m*/s
g= 10 -— B

§ Berechnungsrichtung
gi ) J) —
7 | | | 1 |
0 1000 2000 3000 4000 m 5000
X —
Bild 3.7

Darstellung des Berechnungsbeispiels 3.2

Fiir den vorstehenden Fall ergibt sich die Schichtgrenze wie folgt:

Gesamtdurchfluss q=129m?/s

Sohlgefille S =0,0002

Manningbeiwert M =27,2m"3/s

Gesamttiefe h=2,07m=h;j+hy,
Temperatur des Flusswassers T =20°C = p = 998,20 kg/m’
Temperatur des Kithlwassers T =30°C = p =995,60 kg/m>

Restabfluss zwischen Entnahme und Einleitung g, = 0,025 m?/s

Die reduzierte Froudezahl, gebildet mit der Gesamttiefe und der relativen Dichtedif-
ferenz Ap/p =0,0026, ergibt sich zu

Fry =— 32 —0,0525
Ap
h- |g-=2-h
p

und ist damit bedeutend kleiner als Fr, = 0,866, so dass mit Sicherheit eine Dichte-
stromung auftreten wird. Die Tiefe der unteren Schicht an der Einleitungsstelle ergibt
sich aus dem Kontinuitétsgesetz zu h,, = 0,04 m, was bedeutend geringer ist als die
kritische Tiefe

1
2 )
By =| —202 F 28 m,
71 19,81-0,0026
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3 DICHTESTROMUNGEN

weshalb letztere in die Berechnung als Ausgangswert eingefiihrt werden muss. Der
Reibungsbeiwert an der Sohle ergibt sich aus h=2,07 m und M =27,2 m”3/s zu
A =0,083 und wird fiir die gesamte Berechnung als konstant angenommen. Die Rey-
noldszahl der unteren Schicht ergibt sich zu
Re:m:ﬂ:Lozsé:m{
v v 1,01-10"

wenn der hydraulische Radius mit der Schichthohe gleichgesetzt wird. Daraus wird
der Reibungsbeiwert der inneren Reibung zu A; = 0,006 abgeschitzt.

Die Anfangswerte fiir die Berechnung ergeben sich aus h,, =h,, =0,28 m sowie
h,y+h;y =2,07m zu h;; =1,79 m. Fiir die untere Schicht wird eine Differenz der
Schichtdicken von 0,1 m vorgegeben, woraus h, = 0,38 m folgt. In den Gleichungen
(3.20) und (3.21) sind nur noch die GréBen Ax und h; unbekannt. Deshalb wird h; so
lange verdndert, bis beide Werte fiir Ax geniigend genau iibereinstimmen. Wird als
erste Annahme h; =1,68 m eingefiihrt, dann ergibt sich mit Werten von 50,0 m und
54,8 m fiir Ax noch keine Ubereinstimmung. Erst mit h; =1,6892 m erhélt man aus
beiden Gleichungen iibereinstimmend Ax =4,0m. Die Schichtdicke der unteren
Schicht nimmt also bereits in 4 m Entfernung von der Einleitungsstelle um 10 cm zu.
Die weiteren Ergebnisse der Berechnung der Schichtgrenze und des Wasserspiegels
sind in Tafel 3.1 aufgefiihrt und in Bild 3.7 dargestellt. Eine Berechnung fiir kleinere
Werte von h; als 2 bis 5 c¢m ist nicht sinnvoll.

Die Normalabflusstiefe fiir die untere Schicht ergibt sich nach Gl. (3.26) zu

> 0,3
h, = 0,025 =1,15m,
27,22-0,0002-0,0026

was mit den letzten berechneten Werten in Tafel 3.1 relativ gut iibereinstimmt. Der
Wasserspiegel der Warmwasserschicht kann gentigend genau als waagerecht angese-
hen werden.

Tafel 3.1 Ergebnisse des Berechnungsbeispiels 3.2 in m

Hohe der Hohe der unte- | Intervalllinge Entfernung von | Sohlhohe
oberen Schicht | ren Schicht Einleitung

h; h, Ax X S-x
1,79 0,28 0 -
1,69 0,38 4 4 -
1,59 0,48 21 25 0,005
1,48 0,58 50 75 0,015
1,36 0,68 100 175 0,035
1,22 0,78 200 375 0,075
1,06 0,38 300 675 0,135
0,82 0,98 700 1375 0,275
0,42 1,08 1500 2875 0,575
0,02 1,13 1750 4625 0,925
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3.4 ENTNAHMESTROMUNGEN

Sollte die Entfernung zwischen Entnahme und Einleitung des Kiihlwassers geringer
als 4,6 km sein, dann gelangt erwdrmtes Wasser in den Kiihlkreislauf. Die Berech-
nung miisste dann mit einer von Null verschiedenen Geschwindigkeit in der oberen
Schicht wiederholt werden.

3.4 Entnahmestromungen

Bei der Entnahme aus einem geschichteten Medium ist die Frage zu beantworten, ob
bei gegebener Anordnung und GréBe der Entnahme nur Fliissigkeit aus einer Schicht
abgezogen wird oder ob die Entnahmestrdmung beide Schichten erfasst. Ist die
Schichtung nicht diskontinuierlich mit einem Dichtesprung, wie er bisher immer
vorausgesetzt wurde, sondern kontinuierlich, so interessiert die Frage, welcher Be-
reich der Schichtung in Bewegung versetzt wird.

3.4.1 Selektive Entnahme aus einer diskontinuierlich
geschichteten Fliissigkeit

In der unteren Schicht eines Zweischichtensystems mit freiem Wasserspiegel befinde
sich eine Entnahmeo6ffnung, durch die Fliissigkeit abgezogen wird. Liegt die Ent-
nahmeo6ffhung sehr nahe an der Schichtgrenze, dann bildet sich wegen der groflen
Geschwindigkeiten in unmittelbarer Umgebung der Offnung ein Absenkungstrichter
in der oberen Schicht aus, die Schichtgrenze iiber der Offnung wird sehr stark defor-
miert. Falls der Durchfluss bei sonst gleichen Bedingungen gesteigert wird, senkt sich
die Schichtgrenze immer weiter ab, bis bei einem kritischen Durchfluss schlielich
Fliissigkeit aus der oberen Schicht in die Entnahme6ffnung gelangt. In vielen Fillen —
Entnahme von kaltem Tiefenwasser aus einer Talsperre zur Trinkwasseraufbereitung,
Entnahme von kalten Wasser aus den tiefen Schichten eines Kiihlteichs, aber auch
Entnahme von hypolimnischem Wasser bei der Tiefenwasserableitung zur Sanierung
von Seen und Talsperren — muss die Sicherheit vorhanden sein, dass tatsdchlich nur
aus einer Schicht entnommen werden kann. Die Aufgabe besteht also darin, den
Durchfluss zu ermitteln, bei welchem eine geringe Durchflussdnderung zu einer sehr
starken Deformation der Schichtgrenze fiihrt. Dazu wird mit den Bezeichnungen des
Bildes 3.8 die Bernoulli-Gleichung zwischen den Schnitten A (in der Achse der Ent-
nahme) und E (in so groBer Entfernung, dass die Geschwindigkeit zu null angenom-
men werden kann) angesetzt. Mit den Driicken p, und pg an der Schichtgrenze (d. h.
in den Hohen ha und hg tiber der Entnahmed6ffnung) infolge der tiberlagernden leich-
teren Schicht ergeben sich die Gleichungen

pa+(p—Ap)-ghy =pg +(p—Ap)-g-hg
fiir die ruhende obere Schicht und
v2
Pa +p-7A+p-g-hA =pg +p-g-hg
fiir die bewegte untere Schicht. Durch Elimination von p, —py ergibt sich

2

vy  Ap

VA 8Py _p
28 p (he =hs)
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£
Wasserspiegel r 7
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l s Bild 3.8
. , Definitionsskizze fiir selektive Entnahme
f £ aus einer diskontiniuerlich geschichteten
v Flussigkeit

In unmittelbarer Umgebung der Entnahme6ffinung erfolgt die Zustromung kugel-
symmetrisch, so dass sich die Geschwindigkeit in der Entfernung r aus dem Durch-
fluss V und der Oberfliche der Kugel mit dem Radius r ergibt. Unter Einfiihrung
eines experimentell zu ermittelnden Beiwertes K, erhélt man die Geschwindigkeit an
der Schichtgrenze in der Achse der Entnahme

_ A%
fahd K,

Durch Einfithren dieses Ausdruckes fiir die Geschwindigkeit in die Bernoulli-
Gleichung erhdlt man eine Beziehung zwischen V und h,, aus der sich mit der Be-
dingung dV/dh, =0 die Gleichung fiir den kritischen Zustand ergibt:

5

by

#:6’48.K1.[_EJ2
d

(g.Ap.sz
p

mit d als dem Durchmesser der Entnahmed6ffnung. Wird 6,48-K; =K gesetzt, so er-
hélt man

N

5
vy 3 hg )2
. 1_K’(Tj (3.29)
[g.Ap.d)
p
mit
K=2.0 0<2<0,51
h
a a
K=69--151 0.51< <10 (3.30)

Diese Beiwerte wurden in Kranawettreiser (1974) experimentell ermittelt.
Falls die Entnahmeo6ffnung senkrecht angeordnet ist, stellt hg die Entfernung des
Schwerpunktes der Offnung von der Schichtgrenze dar. Bei nicht kreisférmigen Off-
nungen ist fiir d der Durchmesser des fldchengleichen Kreises einzusetzen.
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Die Geschwindigkeit im Einlauf mit dem Durchmesser d muss kleiner sein als die
nach Gleichung (3.29) berechnete kritische Geschwindigkeit, sonst wird Fliissigkeit
aus der oberen Schicht mit abgezogen (die Gleichungen (3.29) und (3.30) gelten auch
fiir Entnahme aus der oberen Schicht). Ist v > v,, und kann hy nicht vergroBert wer-
den, dann muss dem Einlauf ein Konfusor vorgeschaltet werden, der einen geniigend
groB3en Eintrittsdurchmesser aufweist.

Die Gleichung (3.29) kann nicht verwendet werden, um die erforderliche Uber-
deckungshohe zur Vermeidung des Luftansaugens (z.B. bei Pumpen) zu berechnen,
weil in diesem Fall die Trombenbildung infolge von Rotation eine entscheidende
Rolle spielt, die Gleichung (3.29) diesen Fall aber nicht berticksichtigt.

Beispiel 3.3

Aus einem See mit einer Temperatur des Epilimnion (Oberflachenschicht) von 20 °C
(= p=998,2 kg/m?®) und einer Temperatur des Hypolimnions (Tiefenschicht) von
5°C (= p=1000 kg/m?*)soll tiber eine Leitung DN 400 der mittlere Abfluss von
V =0,2m*/s aus dem Hypolimnion abgegeben werden, um den Néhrstoffgehalt zu
verringern. Welche Tiefenlage unter einer Sprungschicht (Metalimnion), die bei 20 m
Tiefe liegt, muss die Entnahme6ffnung mindestens haben, damit kein néhrstoffarmes
epilimnisches Wasser mit abgezogen wird? Die kritische Geschwindigkeit v, wird
mit der Geschwindigkeit v in der Rohrleitung mit d = 0,4 m gleichgesetzt:
3
L=V, =Lm/s=1,59m/s

e
2.*
(O,4m)

Wird dieser Zahlenwert zusammen mit der relativen Dichtedifferenz
Ap 1000-998,2
p 1000

(ungiinstigster Fall), dann folgt

5

159, (ke

1 0,4)°
(9,81-0,0018-0,4)2

Woraus hp =0,98 m als unbedingt einzuhaltender Abstand von der Entnahmedoff-
nung zur Sprungschicht ermittelt wird.

=0,0018 in Gl. (3.29) eingesetzt, wobei K = 2 angenommen wird

3.4.2 Selektive Entnahme aus einer kontinuierlich
geschichteten Fliissigkeit

Eine Talsperre oder ein See ist durch die Angabe der Dichtedifferenz zwischen Epi-
und Hypolimnion nur sehr unvollkommen in seiner thermischen Struktur charakteri-
siert. Das dabei auftretende Geschwindigkeitsprofil zeigt Bild 3.9. Falls die Entnah-
medffnung so ausgebildet und angeordnet ist, dass die Eintrittsgeschwindigkeit be-
deutend kleiner als die zugehorige kritische Geschwindigkeit ist, bleibt die obere
Schicht ohne Einfluss auf die Entnahme. Es miisste dann erwartet werden, dass die
Zustromung aus der gesamten unteren Schicht gleichméBig erfolgt. Das ist jedoch
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nicht der Fall, weil in der zunichst als homogen betrachteten Schicht immer ein
Temperatur- und damit auch ein Dichtegradient vorhanden ist. Der Einfachheit halber
kann mit geniigender Genauigkeit eine lineare Zunahme der Dichte mit der Tiefe
angesetzt werden.
Durch Yih (Debler, 1959) wurde der Fall theoretisch behandelt, dass in einem Kanal
mit linearer Schichtung die Fliissigkeit am Kanalende an der Sohle entnommen wird.
Mit Hilfe der Grenzschichttheorie ermittelte er, dass nur dann die gesamte Fliissigkeit
mit der Dichtedifferenz Ap zwischen Sohle und Wasserspiegel flieen kann, wenn gilt
1
2

Fr, = ! -4 hAp :% (3.31)

L
g.i
p

Bei geringeren reduzierten Froudezahlen als Fr, =1/m = 0,32 bildet sich eine tren-
nende Stromlinie aus, oberhalb welcher die Flussigkeit in Ruhe bleibt. Dieses Verhal-
ten wurde von Debler (1959) experimentell bestitigt, der Fr, = 0,28 als Grenzwert
ermittelte.

Aus der Uberlegung, dass fiir die tatsichlich von der Bewegung erfasste Tiefe b des
Wasserkorpers mit dem Dichtegradienten Ap/h die Bedingung Fr, =1/n gelten muss,
leitet Debler ab, dass

| =
| —

h

p

wird, weil der Dichtegradient der Schicht erhalten bleibt. Auch diese Beziehung wur-
de experimentell {liberpriift. Damit ist eine einfache Formel zur Abschitzung der
Hohe der flieBenden Schicht bei Entnahme aus einer kontinuierlich geschichteten
Fliissigkeit gegeben.

Aufgrund eines Ansatzes mit ,dhnlichen Profilen” der Geschwindigkeitsverteilung
erhielten Gelhar und Mascolo (1966) die Beziehung

0,25

q-v-x
Ap
p

welche die Hohe der von der Entnahme betroffenen Schicht b in Abhingigkeit von
der Entfernung x von der Entnahmestelle angibt. Die Grofle Ap ist dabei die Dichte-
differenz zwischen der oberen und der unteren Grenze der bewegten Schicht. Die
Abhéngigkeit fiir die Schichthéhe mit der vierten Wurzel aus der Entfernung von der
Entnahme stimmt mit Versuchen gut iiberein.

b=06,84-

(3.33)
o
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Beispiel 3.4

Aus dem Hypolimnion eines Sees soll punktformig ein Abfluss von 0,2 m’/s als
Tiefenwasserableitung zur Nihrstoffeliminierung entnommen werden. Durch Mes-
sungen ist wahrend der Sommerstagnation ein Temperaturabfall von 6 °C auf 5 °C
auf einer Héhe von 20 m nachgewiesen worden. Welche Dicke erreicht die Entnah-
meschicht in einer horizontalen Entfernung von maximal 20 m?

0,05 kg/m?

Der Dichtegradient betrégt . Die Gleichungen (3.31) und (3.33) gelten

eigentlich nur fiir den ebenen Fall, deshalb muss als Breite der Krelsumfang bel 20 m
Radius, also 125,7 m elngefuhrt werden. Damit ergibt sich q=1,59-10 m?/s. Die
reduzierte Froudezahl bei einer Hypolimniontiefe von h= 20 m betrigt nach
Gl. (3.31)
0,00159 P
20-(9,81-0,00005-20)*°

so dass nur ein geringer Teil des Hypolimnions von der Entnahmestromung erfasst
wird. Mit GI. (3.32) ergibt sich

i

1
1T
b=|0,00159-314. — 20 | _jom,
9,81-0,00005-20

d. h. eine Schichtdicke in der GroBenordnung von nur einem Meter. Mit Gl. (3.33)
folgt

9,81-0,00005

also die gleiche GroBlenordnung. Die Tiefenlage der Entnahme kann deshalb gut an die
Schicht mit der hochsten Néhrstoffkonzentration im Hypolimnion angepasst werden.

0.00159-20-1,4-10° )
b:6,84-(’ e ] =0,67 m
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3.5 Einleitungen

Die punktférmige Einleitung in einen geschichteten Wasserkorper (Einleitung von
gereinigtem Abwasser, Zugabe von Stoffen zur Wasserbehandlung) ist stets mit der
Ausbildung eines Strahls in der direkten Umgebung der Einleitung sowie der Um-
wandlung des Strahls in eine Schichtstromung in gréferer Entfernung verbunden.

Der Strahl (s. Kapitel 5) ist, infolge seines vorherrschenden Impulses, immer mit
einer gerichteten Bewegung sowie mit einer Einmischung von Fliissigkeit aus der
Umgebung verbunden. Dazu gehort in einer geschichteten Umgebung auch eine kon-
tinuierliche Dichtednderung. Diese fiihrt zu einer Dichtednderung entlang der Strahl-
achse und damit zu einem Verbiegen derselben (s. Gleichung (5.109)). Der Strahl
steigt entweder bis zum Wasserspiegel auf oder sinkt bis zur Sohle ab, oder er schich-
tet sich dort ein, wo der Wasserkorper die gleiche Umgebungsdichte hat, wie sie der
Strahl durch die Einmischung erreicht hat.

Wird dem Strahl eine Anfangskonzentration ¢, eines Stoffes beigemischt, dann ldsst
sich die Konzentration nach einer beliebigen Lauflinge L einfach aus dem Anfangs-
durchfluss Qp und dem Gesamtdurchfluss Q(L) berechnen. Diese Berechnung sagt
aber noch nichts dartiber aus, ob der Stoff bei der nach der Lauflinge L erreichten
geringen Strahlgeschwindigkeit tiberhaupt noch im Strahl transportiert werden kann
oder nicht einfach ausfillt, weil die Sinkgeschwindigkeit wesentlich grofler als die
Strahlgeschwindigkeit geworden ist.

3.5.1 Strahl als Folge von Wirbelringen

Die Auffassung der Geschwindigkeitsverteilung des runden Freistrahls nach Glei-
chung (5.2) als Gaufische Glockenkurve ist nur eine von vielen moglichen Kurven-
formen, welche die Bedingung ,,dhnlicher Profile” der Grenzschichttheorie erfiillen.
Die einfachste Kurve wire das gleichschenklige Dreieck, welches als das Profil eines
in sich geschlossenen Wirbelrings mit Wirbelringdurchmesser D gleich Wirbelfa-
dendurchmesser d interpretiert werden kann.

Dieses Profil kann vereinfacht im Schnitt als das Profil zweier einander berithrender
Festkorperwirbel angesehen werden, welche entgegengesetzten Drehsinn haben und
von der Achse in FlieBrichtung nach auBlen drehen. Tatsichlich muss es sich um
Potentialwirbel handeln, so dass der Festkorperwirbel nur den Kern darstellt. Weiter-
hin wird sich keine Spitze in der Geschwindigkeitsverteilung ausbilden, sondern ein
stetiger Ubergang. Fiir die Betrachtung nach Kranawettreiser (1996) (weiter ausge-
fithrt auch in Thiirmer (1999) und Koch (2009) ist jedoch die lineare Geschwindig-
keitsverteilung (des Festkorperwirbels) am aufschlussreichsten.

Fiir den Wirbelring (= Turbulenzballen) mit D = d ergibt sich die Beziehung, dass die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich dem 1,829fachen der Umfangsgeschwindigkeit
ist. Weil nun die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich der Maximalgeschwindigkeit
in der Strahlachse ist, ergibt sich eine Geschwindigkeitsverteilung mit einem Wert
der Umfangsgeschwindigkeit

v, =0,5467-v,.,
sowie der Fortpflanzungsgeschwindigkeit

Uy = 1,829'Uu :1,829'095467'Umax =V

max
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und dem Maximalwert der Geschwindigkeit

2-v, =2-0,5467-v,,,, =1,0934-v

max max

welche sich sehr gut an die Geschwindigkeitsverteilung nach Kraatz anschmiegt.
Die scharfen Knicke in der Geschwindigkeitsverteilung kénnen natiirlich nicht auftre-
ten und werden sich mit der Laufzeit verschleifen, so dass eine vollige Ubereinstim-
mung mit dem tatsdchlich gemessenen Geschwindigkeitsprofil erreicht wird. Fur die
Berechnung dagegen wird die einfache lineare Geschwindigkeitsverteilung beibehal-
ten.

3
2,5 |
2 ;(\
15

y
0,5 + =

0 F

o
= E
= E \"/

0,5 + u___-==

S

-

-1

L ___—/' GauR-Verteilung
2% e

:/ -=O=- Dreieck-Verteilung
-2,5 —— Wirbelring -
-3

0 0,5 1
Bild 3.10
Geschwindigkeitsverteilung im Strahl und im Wirbelring

Annahme: Die Geschwindigkeitsverteilung im runden Strahl ist aulerhalb der Kern-
zone linear und nimmt von v, in Strahlachse bei r =0 auf V=0 bei r =R ab. Aus
der Impulskonstanz folgt dann

Qv ZE'UIZnax ‘R?

6

Mit diesem allgemeinen Ansatz, der fiir jeden beliebigen Querschnitt auBerhalb der
Kernzone des Strahls den Zusammenhang zwischen Maximalgeschwindigkeit (in
Strahlachse) und Abmessung des Strahls (bzw. des Wirbelrings) angibt, kann jetzt die
Abmessung des Wirbelrings fiir den ersten zutreffenden Punkt, also am Ende der
Kernzone, berechnet werden.
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An diesem Punkt gilt gerade noch v,,, =v,, und R kann als Anfangswert R, zuge-
ordnet werden:

T o oo . [6 Q 6 v,-Dj-m
vy =—-Vy-RgmitR, = [—— = [—-————— =D, -/3/2
Qv 6 0 ° 0 T Vg T 4.y, 0'V3/

Die zugehorige Frequenz des Wirbelrings mit dem Wirbelring-Durchmesser D =R,
und dem Wirbelfaden-Durchmesser d =R, ergibt sich als Umlauffrequenz des Wir-

Yy Yy

belfadens zu f, = = , also mit
d-n Ry'm
0,5467-
v, =0,5467 v, =0,5467-v, zu f,=—"""t0 _(,142.v,/D,
Dy -+/3/2m
(R/2)-Re

Der Wirbelring vergréBert in der Halbwertszeit t* = den Anfangs-

4-ln(1,56)~uLl
radius Ry des Wirbelfadens auf das Doppelte und halbiert gleichzeitig die Anfangs-
Umlaufgeschwindigkeit v,. Mit den Anfangswerten R, =Dy+/2/3 und

u

v, =0,5467 -y, sowie dem Wert Re,;, =15 (Kranawettreiser (1996)) ergibt sich

0,5-Dy [3/2 15
Fe —=8,433:(Ry /2)/v,, =9,446-D
t0 4111(1,56)0’ 5467 - v, ’ ( 0/ )/Uuo 97 O/UO

Mit einer linearen Abnahme der Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit der Zeit inner-
halb der Halbwertszeit (Fortpflanzungsgeschwindigkeit halbiert sich, weil sich die
Umfangsgeschwindigkeit halbiert) ergibt sich eine Laufldnge fiir den ersten Abschnitt
Ly =0,75-vy-t,*=0,75-v,-9,446-D, /v, = 7,0845-D,, welche zu der Kernzo-
nenlidnge x, =6,2-D, zu addieren ist, um die Gesamtlauflinge bis zum Zustand
n =1 zu erhalten.

Die Frequenz an einem Punkt n mit demzufolge n-facher Verdoppelung des Umfangs
und gleichzeitig n-facher Halbierung der Umfangsgeschwindigkeit ergibt sich zu

v a)_ 0,142 vy
o (3] 22-2

Sie ist damit — in Ubereinstimmung mit Beobachtungen — proportional zu dem Ver-
héltnis von Strahlgeschwindigkeit zu Strahldurchmesser.
Fiir eine Flussigkeit mit einer stabilen Dichteschichtung ergibt sich eine konstante

Brunt-Vaisdili-Frequenz N = \/g/H. Wird die Frequenz N mit der Umlauffrequenz
des Wirbelrings gleichgesetzt, dann gilt

f :N:%ﬂ: [o/H

(2n )2 D,
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woraus

(2n)2 D 2 p,Y
H=0,611-g-| =% | =0,611-g- 0142._0
b U(]

(unter Einfithrung der empirischen Konstanten nt/(m+2) = 0,611) abzuleiten ist. Die
Hohe H (iiber diese Hohe wiirde die Dichte linear auf null abnehmen) ist nun
ausschlaggebend fiir die Dichteverteilung {iber die Tiefe z einer Fliissigkeit, wenn z
die Tiefenla}ge unter der Ebene mit der Dichte p, bedeutet. Daraus folgt
Pz =Po ¢“™ was mit dem Trockensubstanzgehalt in der entsprechenden Tiefe
TS, = (eZ/H -1)/(1-1/pr) zusammenhingt (wenn der Trockensubstanzgehalt in
der gleichen Einheit gemessen wird wie die Dichte der Flissigkeit). Die Groe py ist
dabei die Reindichte des Feststoffs, welcher in der Stromung transportiert wird. Uber
die Kenntnis der Frequenz des Freistrahls nach einer bestimmten Lauflinge kann
demnach ermittelt werden, ob die zugegeben Feststoffe weiter transportiert werden
konnen oder ausfallen.

3.5.2 Schichtstrémung als Folge von Wirbelringen

Wenn der Strahl gerade die Schicht erreicht hat, in welcher die Umgebungsdichte der
Strahldichte entspricht, muss er sich dort einschichten. Infolge der Dichtedifferenzen
nach oben und unten erlischt die vertikale Einmischung und der Strahl verliert seinen
Strahlcharakter, er geht in eine Schichtstromung {iber mit konstant bleibendem
Durchfluss, dhnlich Bild 3.9. Die Geschwindigkeit muss an der oberen und unteren
Grenze der Schicht den Wert null annehmen. Auch in diesem Fall kann die Ge-
schwindigkeitsverteilung als Dreieck angesetzt werden.

Ausgehend vom Bild des Wirbelrings im Strahl und der Tatsache, dass der Strahl
praktisch auf die horizontale Mittelebene der Schicht auftrifft und als radialer ebener
Strahl (nicht als Wandstrahl!) umgelenkt wird, l4sst sich folgendes Bild entwickeln.
Bei der Umlenkung entstehen zwei gegenldufige Wirbelringe. Diese kénnen nicht
mehr die Bedingung Wirbelfadendurchmesser = Wirbelringdurchmesser beibehalten,
sondern der Wirbelfadendurchmesser d bleibt konstant, wihrend sich der Wirbelring-
durchmesser D stindig vergroBert.

In der Schicht bleibt der Durchfluss konstant, weil keine Einmischung mehr erfolgen
kann. Die gesamte im Strahl transportierte Wassermenge muss also in der Schicht
radial abstromen (ausgehend vom Auftreffpunkt des Strahls auf die Einschichtungs-
ebene bzw. den Wasserspiegel bzw. die Gewéssersohle). Die Schichtdicke ergibt sich

zu h=6,84-4 M und muss deshalb iterativ bestimmt werden. Die mitt-
g-(dp/dh)-h

lere Geschwindigkeit in der Schicht in der Entfernung r vom Auftreffpunkt des
Strahls betrdgt v=Q/(2-r-m-h). Die Schichtdicke h ist unabhingig von der Entfer-
nung r.

Zur Berechnung der maximalen Konzentration in der Schicht mit der Hohe h und der
mittleren Geschwindigkeit v wird davon ausgegangen, dass die Geschwindigkeit an
der oberen und unteren Lamellengrenze zu null wird und in der Mitte ein Maximum
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Bild 3.11
Wirbelringe in Strahl und Schicht

mit der Grofle 2-v=v; =1,829-v,, (in Abwandlung der Verhiltnisse im Freistrahl)

aufweist. Die gesamte Geschwindigkeitsverteilung kann dann als erzeugt durch die

Bewegung zweier gegenldufiger zylindrischer Wirbelfiden mit dem Durchmesser h/2

und der Umfangsgeschwindigkeit v, =1,0935-v betrachtet werden. Damit ergibt

sich die Umlauf-Frequenz zu f; = by 1093502 2,187 -2 Diese muss
n-h/2 w-h n h

wieder gleichgesetzt werden mit der Brunt-Vaisdld-Frequenz f; = N =./g/H wor-

aus die fiktive Hohe H = g-1,505-h? /v? folgt.

Falls der Strahl auf die Wasseroberfliche oder die Sohle trifft, kann mittels der Be-
rechnung des umgelenkten radial-ebenen Freistrahls ermittelt werden, von welcher
Entfernung vom Auftreffpunkt an die vertikale Vermischung authort, weil Ri > 1/24
erreicht wird.

Beispiel 3.5

Aus dem Sediment eines Tagebaurestsees soll dort eingespiilte Braunkohlenfilter-
asche zur Neutralisierung des Seewassers aufgenommen und im See verteilt werden.
Dazu wird ein Saugbagger verwendet, welcher einen Forderstrom Q, von 1600 m3/h
bei einem Strahldurchmesser D, = 0,29 m erzeugt. Die Reindichte der Braunkohlen-
filterasche kann mit pp =2,65t/m® angesetzt werden. Im See existiert ein
vollig vermischtes Epilimnion mit einer Temperatur von 16 °C entsprechend
p=0,99894 t/ m? bis zu einer Tiefe von 4 m (,,Grenze*). Darunter liegt das Meta-
limnion mit einem Dichtegradienten von 1,666-10 *kg / (I-m). Die Feststoffkonzent-
ration im Strahl wird auf 34,4 kg /1 eingestellt. Es ist zu berechnen, in welcher Tiefe
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sich der Strahl einschichtet, welche Konzentration dort noch vorhanden ist, und ob
der Feststoff im Strahl transportiert werden kann oder ob er ausfillt.
Zur Berechnung werden die vorstehenden Beziehungen tabellarisch ausgewertet.

Vorgaben

Strahldurchmesser D, Saugbagger 0,29 [m]

Strahlgeschwindigkeit v, 6,737 [m/s]

Strahldichte @, 1,02037 [kg/l]

Einleitungstiefe tg 1,5 [m] 4 [m] Grenze

Strahl-Durchfluss Q, 1600 m3/h 0,445 [m3/s]

Dichte g =0(t=0) (real an 0,99894 [kg/1] 0,99894 Dichte
Oberflédche) an Grenze

Dichtegradient fiir t <4 m 0 [kg/(1*m)]

Dichte o=90(t=0) (fiktiv an 0,9982736  [kg/l] 0,99894 Dichte an
Oberfliache) Grenze

Dichtegradient fiir t >4 m 0,0001666  [kg/(1*m)] (muss gleich sein

wie oben!)

Umgebungsdichte 0, = 0(tg) 0,99894 [ke/1] an Einleitungsstelle

Froudezahl Frp 27,56

Anfangskonzentration 34,4 [kg/m?]

Ergebnisse

Einschichtungstiefe 10,04 m

(Strahldichte = Umgebungsdichte!)

Gesamtdurchfluss Q(L) 11,63 m?/s

Konzentration 1,32 [kg/m?3]

Dichte Einschichtung 0,9999451  [kg/m?]

Schichtdicke h 1,199 [m]

Die Ermittlung der Wirbelabmessungen, Frequenzen usw. im Strahl erfolgt zunichst
dimensionslos und wird dann auf das Beispiel angewendet:

Dimensionslose Darstellung der Gréfien im runden Freistrahl
(Geschwindigkeitsverteilung: Dreieck, Strahl als Folge von Wirbelringen)

n 0 1 2 3 4
x/D, 6,2 13,3 27,5 55,8 112,5
R/D, 1,22 2,45 4,90 9,80 19,60
LV, 0,546700 0,273350 0,136675 0,068338 0,034169
Umax/Vo 0,999914  0,499957 0,249979 0,124989 0,062495
Str = f*Dy/V, 0,142087 0,035522 0,008880 0,002220 0,000555
LV, 0,999914  0,499957 0,249979 0,124989  0,062495
(t*)*v,/D, 9,45 37,78 151,14 604,55  2418,18
AL/D, 7,08 14,17 28,34 56,67 113,34
x/D, +

AL/D, 13,2839 27,5 55,8 112,5 225,8
Q/Q, 1,984 4,251 8,785 17,852 35,987
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Saugbagger D, [m] = 0,29 of [t/m’] =
v, [m/s] = 6,73 ¢, [kg/m?] =
Q, [m*h] = 1600
n 0 1 2
x/D, 6,2 13,28 27,45
X [m] 1,79 3,852 7,961
Vinax [m/s] 6,7281 3,3641 1,6820
Vu [m/s] 3,6786 1,8393 0,9196
AL [m] 2,054 4,109 8,217
X+ AL [m] 3,852 7,961 16,178
R [m] 0,355 0,710 1,421
f [1/s] 3,29676  0,82419 0,20605
t* [s] 0,41 1,63 6,51
H [m] 0,55 8,82 141,18
z [m] 1,51 1,57 1,96
TS [mg/1] 23218476 312763 22452
Trockensubstanzgehalt im Wirbel
Q [m?/h] 3174 6801 14055

Konzentration im Strahl aus Anfangskonzentration

TS [mg/1] 17338,71  8092,49 3915,96

2,65
34,4

3
55,79
16,178
0,8410
0,4598
16,435
32,613
2,841
0,05151
26,06
2258,89
4,88
3473

28563

1926,96

4
112,46
32,613
0,4205
0,2299
32,869
65,482

5,683
0,01288
104,22
36142,30
10,04
446

57579

955,91

Es ist zu erkennen, dass im Wirbel n =3 der maximal mogliche Trockensubstanzge-
halt mit 3473 mg /1 noch tiber der Konzentration im Strahl mit 1927 mg/1 liegt. Bei
der weiteren VergroBerung des Wirbels (mit Verringerung der Umfangsgeschwindig-
keit) miisste der Feststoff teilweise ausfallen. Wegen der Einschichtung nimmt aber

die Geschwindigkeit nicht weiter ab.

Die Berechnungsergebnisse fiir Strahlachse, Strahlgrenzen, Wirbelanordnung usw.

sind auch in Bild 3.11 dargestellt.

0 5 10 15 20 25 30
0 1 1 1 1 1 . 0
E 2 12
o
g 4 4
A | ~ v, . _
2 6 1 . | - Stranitrajektorie ~_ e .~ T 6
] === Strahlrand oben ™~ > 1
2 s \ AN N\ 18
5 === Strahlrand unten \\ ]
T 10 & ¢« ¢ ¢ « Schichtgrenze oben A Soeecccecccee 110
E] . N 1
o 3 e ¢+ o0 Schichtgrenze unten \\ eecscccccccce ]
212 ——Strahidichte \ 112
F == « Umgebungsdichte Dichte [t/m?] ]
14 o e | Y
0,99 1 1,002 1,004 1,006 1,008 1,01 1,012 1,014 1,016 1,018 1,02
Bild 3.12

Dichteverlauf im Strahl mit der Tiefe und Strahlabmessungen
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Die Berechnung fiir die Schicht ergibt einen maximal moéglichen Trockensubstanzge-
halt, welcher mit rund 600 g /1 weit {iber dem Wert von 1,32 g/1 am Ende des Strahls
liegt. Bei der horizontalen Ausbreitung des zugegebenen Stoffes wird es auch bei
sehr groflen Abmessungen des Sees nicht zu einem Ausfallen des Feststoffes kom-
men.

Schicht

z=t [m] 10,04 Tiefe der Einschichtung

Q [m?3/s] 11,625 Enddurchfluss im Strahl bei Einschichtung

h [m] 1,1989 Schichtdicke

X [m] 21,025 horizontale Koordinate des Strahls bei Einschichtung
L [m] 23,676 Laufliange des Strahl bei Einschichtung

r [m] 4,21 Strahlradius bei Einschichtung

c [mg/1] 1319 Endkonzentration im Strahl bei Einschichtung

OF [t/m?] 2,65

r [m] 1,5 2 3 5 15
x rechts [m] 22,525 23,025 24,025 26,025 36,025
x links  [m] 19,525 19,025 18,025 16,025 6,025
v [m/s] 1,029 0,772 0,514 0,309 0,103
H [m] 20,05 35,64 80,20 22277 2004,90
TS [mg/1] 974877 783071 669635 618075 593803

maximal méglicher Trockensubstanzgehalt in der Schicht

1000000 —+ T
E....OO.......O ..l......'.......‘... .I............'...4
n= @mmgmmm maximal méglicher Trockensubstanzgehalt
im Wirbel
100000 + = @ = Konzentration im S_trahl aus
—_— E Anfangskonzentration
%) ®  Endkonzentration im Strahl bei
£ ) Einschichtung
S E~ - n= ® ¢ ¢ ¢ e maximal méglicher Trockensub gehalt
;g 10000 -+ - in der Schicht
T
[
N
c
C]
X
1000 +
. n=4 «
Anfangskonzentration 34,4 kg/m? = 34.400 mg/|
100 * '
1 10 100
Lauflange des Strahls L [m] bzw. horizontale Koordinate x [m]
Bild 3.13

Konzentration im Strahl und maximal mégliche Konzentration im Wirbel
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3.6 Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Einheit

a Hohe der Entnahmed6ffnung m

b Schichthéhe in der Entfernung x m

Fry reduzierte Froudezahl -

g wreduzierte” Erdbeschleunigung m-s”

h Schichthohe, FlieBtiefe m

hy ke kritische Tiefe der unteren, flieBenden Schicht m
Impulsstrom N

Ke Kriterium nach Keulegan -

Ri Richardsonzahl -

Riy globale Richardsonzahl -

v Geschwindigkeit m-s’

A Beiwert der internen Reibung -

T2 Schubspannung an der Schichtgrenze Pa

Ty Sohlschubspannung Pa

Ap Dichtedifferenz -

dp/dh; Ap/h  Dichtegradient kg-m”-m’

Indizes

0 Normalabfluss E Entnahme

1 Oberschicht i intern

2 Unterschicht kr kritisch

A Absenkung T Tauchpunkt
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